
前 言

声学在科学技术领域、国防、日常生活等多方面的广泛应用使这门历史悠久

的科学至今仍保持活力。声学的实际应用问题很少能有严密的理论解析解，但

是，得力于计算机运行速度的日益提高，今天即使用身边普通的微机也能得到声

学问题的数值计算解。这就大大提高了声学应用于实际问题的能力，也促进了这

门科学的进一步发展。

声学的研究方向很多，比如强超声应用、超声检测、建筑声学、噪声控制、

水声、声空化、冲击波、光声效应、声表面波、电声、语音信号处理等。本书仅

限于讨论声场，而且主要是兆赫频率超声场的问题。这是因为作者过去长期从事

医学超声方面的研究，对声场问题关心比较多。因为声学各个分支的研究现在越

来越要求高度的定量化，而其中声场状况的分析是定量化的基础，所以说声场问

题在声学中有重要意义。

进行声场计算要考虑的问题很多，在各项具体的研究中入手的角度和深度又

往往各不相同，研究人员常常感到需要一个整体的视野和知识框架。国内现有的

一些教材和参考书已经相当全面地介绍了传统的声学理论基础。不过，它们主要

讨论平面波声场的问题，较少深入涉及声源开口、传播的非线性效应等实际情

况。引导已有声学基础知识的年青科研人员进入当前研究应用前沿问题的书藉更

不多见。本书尽量不重复述说已有参考书中给出了的基本概念和定义，而希望由

重要问题的方程推导入门，探讨其物理本质、数值计算中的问题和实际应用方

向，提供给读者一个更高层次的声学知识框架。本书在关键问题上提供计算源程

序以便读者了解计算问题的细节。书后附有参考文献。本书内容全面综合、数理

逻辑严密，具有可读性、新颖性和实用性相结合的特点，有助于读者实现从声学

基础到研究前沿的跨越。

最后，作者感谢教育部 “长江学者奖励计划”和南京大学提供了使作者完成

本书的机会。

李太宝

２００３年１０月南京大学
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第１章 声场的方程

声场的数学方程描述了声现象的物理本质。既然本书讨论声场的数值计算方

法，那么首先就需要了解声场方程的各种可能形式。本章讨论空气、水等流体介质

中与声场方程有关的重要概念。

１１ 理想流体中微小声波的基本方程

声波动是声传播介质的物质运动，由牛顿质点动力学体系描述得到流体运动

基本方程。

１１１ 流体中的声波和方程

流体介质在宏观上是连续的。以牛顿质点动力学的观点，流体介质可以看成

是由许多紧密相连的微小体积元犱犞 组成的。每个体积元内的介质集中在一点，

质量为ρ犱犞。在声扰动下，质点在平衡位置附近振动，又引起周围其他质点的振

动，从而使振动由近而远传播，这种传播称之为声波。存在声波的空间称为声场。

声场的特征量有声压变化量狆、质点速度 →狏、密度变化量ρ和温度变化量犜。根

据牛顿质点动力学的理论可以得到描述这些特征量在空间上和时间上变化的数学

方程。

首先考虑无吸收衰减、无黏性、无热传导的理想流体中的微小声波。不考虑黏

性时：①没有声能转化为热能等能量形态变化，没有总能量的损耗；②在流体介质

中没有切向力，也就没有横波发生。微小声波时：①没有非线性波形畸变导致的非

线性吸收；②没有定向声场引起介质定向流动的问题。多大的声波才算是“微小声

波”呢？空气中人的最大可听声压值也只不过约２８犘犪（１２０犱犅），产生的密度变化为

Δρ＝０２４犵／犿
３，比静态时要小２×１０－４。房间中的高声谈话声在相距１犿处只有

约００５～０１犘犪，显然属于微小声波。不过，医学超声图像诊断系统的声源表面初

始声压通常为０５犕犘犪，在焦点域的最大声压达１～５犕犘犪。在医学超声治疗系统

中声源焦点域的最大声压更高达１０犕犘犪以上。这些都比静态标准大气压

（０１犕犘犪）或人体体内压（如上腕血压舒张压的典型值为８００犿犿汞柱，与７６０犿犿

汞柱的标准大气压差不多）高得多，就不能作为微小声波处理了。

描述理想流体中微小声波的基本方程由运动方程、质量守恒方程（或称为连续

性方程）、物态方程三个方程组成，写为



ρ
→狏
狋＋

→狏·

Δ

→（ ）狏 ＝－

Δ

狆

ρ
狋
＋

Δ

·（ρ→狏）＝０

狆＝狆（ρ，犜

烅

烄

烆 ）

（１１１）

共有三个方程决定狆、→狏 和ρ三个变量。

１１２ 物态方程

微小体积元犱犞 由于声压的作用被压缩和膨胀，介质密度ρ和温度犜发生变

化。不过，通常认为体积元的压缩和膨胀过程的周期比热传导需要的时间短得多，

在这个周期内体积元内外的热量来不及传递交换。所以，声传播过程被认为是绝

热过程，狆与犜无关，仅是ρ的函数

狆＝狆（ρ） （１１２）

在静态附近的一次近似展开写为

狆＝犘－犘０＝
犘


（ ）
ρ ρ０

ρ－ρ０

ρ

烄

烆

烌

烎０

（１１３）

其中对ρ的一阶偏微分系数是一个常系数为

犘
（ ）
ρ ρ０

＝犮
２
０

（１１４）

于是有

狆＝犮
２
０
（ρ－ρ０） （１１５）

１１３ 欧拉体系、拉格朗日体系和移流加速度

在流体运动基本方程（１１１）中，比较难以理解的是其运动方程中的“质点加

速度”不仅含有
→狏
狋
，还含有另一项常被称为“移流加速度”的成分 →狏·

Δ

→狏（第１１

章有为什么称之为“移流加速度”的讨论）。据一些流体力学和声学书中描述，当速

度既是时间的函数也是空间位置的函数时，只是质点空间位置的变化就可能取得

一个速度增量而得到加速度 →狏·

Δ

→狏。这在数学上表达为

犇→狏（狋，→狌）

犇狋 ＝
→狏
狋＋

→狏
→狌
→狌
狋 ＝

→狏
狋＋

→狏·

Δ

→狏 （１１６）

怎样理解

犇→狏（狋，→狌）

犇狋
， →狏

狋
， →狏·

Δ

→狏 （１１７）

这三个“加速度”的物理意义呢？

声场是讲“场”的问题。“场”是讲物理量在空间分布和时间变化上的特性。我

·２· 计算声学———声场的方程和计算方法



们通常所说的“声场中的质点速度 →狏”还有其他变化量狆，ρ都是“场”量，是空间

位置的物理量，在数学描述中使用静止空间的坐标狓，狔，狕和时间狋（称为欧拉体

系）。但是，表述物体运动特性的牛顿第二定律中诸如加速度和作用力等的物理量

是就特定质点上的坐标系（称为拉格朗日体系）而言的。如图１１，在马拉松比赛

中以放置于某一固定地点的速度计测量通过该点的运动员们的速度得到的就相当

于“声场中的质点速度”。显然，除非每一个运动员的速度在任何时候都一样变化，

以这样的测量记录是不能去计算某个运动员（如犃）的加速度的；运动员犃的加速

度只能由犃本身自带的速度计测量的速度求得。

图１１ 静止空间坐标系（欧拉体系）和质点坐标系（拉格朗日体系）

就此进一步做数学上的定量描述。设在任意位置狕和任意时刻狋的运动员速

度为

狏＝狏０犮狅狊（ω狋－犽狕） （１１８）

在时刻狋１运动员犃通过狕１点，其速度为

狏犃（狋
１
）＝狏０犮狅狊（ω狋１－犽狕１） （１１９）

而在时刻狋１＋Δ狋运动员犅通过狕１点，其速度为

狏犅（狋
１＋Δ狋

）＝狏０犮狅狊［ω（狋１＋Δ狋）－犽狕１］ （１１１０）

如以式（１１９）和（１１１０）这两个速度之差给出“加速度”（注意，加了引号）则为

Δ狏
Δ狋≈

狏０
Δ ｛狋犮狅狊［ω（狋１＋Δ狋）－犽狕１］－犮狅狊（ω狋１－犽狕１ ｝）

≈－
狏０
Δ狋
２狊犻狀（ω狋１－犽狕１）狊犻狀

ωΔ狋
２

（１１１１）

之所以“加速度”被加了引号，是因为它仅意味着相隔时间Δ狋通过同一位置狕１的

两个运动员犃与犅的速度差而已，既不是犃的加速度也不是犅的加速度。严格来

说它并没有加速度的含义，不适用牛顿第二定律。只是当Δ狋不大时，它可能反映

了犃，犅两者各自加速度的平均值或可能是犃，犅各自加速度的近似值而已。

再来分析同一运动员的加速度。设在时刻狋１运动员犃通过狕１点，速度为

·３·第１章 声场的方程



狏犃（狋
１
）＝狏０犮狅狊（ω狋１－犽狕１） （１１１２）

在时刻狋１＋Δ狋时犃运动到狕１＋Δ狕点，速度变为

狏犃（狋
１＋Δ狋

）＝狏０犮狅狊［ω（狋１＋Δ狋）－犽（狕１＋Δ狕）］ （１１１３）

以这两个速度之差给出加速度（适用牛顿第二定律）为

犪＝
狏０
Δ ｛狋犮狅狊［ω（狕１狋＋Δ狋）－犽（狕１＋Δ狕）］－犮狅狊（ω狋１－犽狕１ ｝）

≈－
狏０
Δ狋
２狊犻狀（ω狋１－犽狕１）狊犻狀

ωΔ狋－犽Δ狕
２

≈
狏
狋＋

狏
狕
Δ狕
Δ狋≈

狏
狋＋

狏
狏
狕

（１１１４）

这就出现了相当于 →狏·

Δ

→狏 的项。

也可以把移流项 →狏·

Δ

→狏 理解为加速参考系中的“惯性力”。根据质点动力学

的知识，只有在惯性（静止或匀速直线运动）参考系中，质点的运动才遵从牛顿运动

定律。而在非惯性（加速）参考系中，除了物体相互作用的牛顿力 →犉 之外，还要引

入所谓“惯性力”→犳＝犿→犪０，牛顿运动定律才在形式上仍然成立，写为
→犉－

→
犳 ＝犿→犪′ （１１１５）

取非惯性参考系坐标原点犗′在运动中的质点上，取静止参考系坐标原点犗 在地

面固定点，→犪０是运动的原点犗′在时刻狋１时相对于“静止”的原点犗 的惯性加速

度

犪０＝
Δ狏狋

１

Δ狋 ＝
狏
狕
狕
狋＝

狏
狏
狕

（１１１６）

可见惯性加速度相当于移流项 →狏·

Δ

→狏。这就是说式（１１７）所列的三个“加速

度”分别相当于在质点上的非惯性（加速）参考系的加速度，静止参考系中的加速度

和惯性加速度。

实际上移流项是非常小的。以水中频率１５／（２π）犕犎狕、声压幅度１犕犘犪（标准

大气压的１０倍）的平面波条件，有

狏
狋 ≈ω狏０＝

ω狆０

ρ０犮０
∝１０６ （１１１７）

和

狏狏
狕 ≈犽狏

２
０＝

犽狆
２
０

（ρ０犮０）
２∝１０

３ （１１１８）

可见，移流项狏狕
狕
是一个小于狏

狋
的千分之一的高次微小量。另外，工业上能做到

的空气中（ρ０＝１２９犽犵／犿
３，犮０＝３３２犿／狊）连续波的最高强度约为１犠／犮犿

２（声压幅

度狆０≈２０５×１０
３犘犪，即便是超声频率也可能对人耳产生损伤），对此有
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狏狏／狕
狏／狋 ≈

犽狆
２
０
／（ρ０犮０）

２

ω狆０／（ρ０犮０）
＝
狆０

ρ０犮
２
０

≈００１４ （１１１９）

比之上述水中声波条件下的比值也只是大了一个数量级。考虑到日常生活中的声

压为狆０≈０１犘犪（７４犱犅），这个比值当然就更小了。

所以，通常移流项是可以忽略的。

１１４ 忽略了移流加速度项的一维线性声方程

设声波在狕方向上传播（声压、质点速度和密度仅在狕方向上有变化），限于

讨论微小声波（省略移流项和其他二次微小项）。由式（１１１）和（１１５），流体运

动基本方程写为

ρ０
狏
狋＝－

狆

狕
（１１２０）

狆

狋
＝－ρ０

狏
狕

（１１２１）

狆＝犮
２
０
（ρ－ρ０） （１１２２）

将式（１１２２）（物态方程）代入式（１１２１）消去ρ后得

ρ０
狏
狋＝－

狆

狕

１

犮
２
０

狆

狋
＝－ρ０

狏


烅

烄

烆 狕

（１１２３）

有时也见到以体积弹性率

κ＝犮
２
０ρ０ （１１２４）

将式（１１２３）中的第二个方程写为

狆

狋
＝－κ

狏
狕

（１１２５）

的形式。

１１５ 声压、质点速度、速度势之间的关系

由声压变化狆可求得质点速度狏。反之，亦可由质点速度狏求得狆。他们之

间的关系由运动方程给出

狏＝－
１

ρ０∫
狆

狕
犱狋 （１１２６）

狆＝－ρ０∫
狏
狋
犱狕 （１１２７）

引进速度势，则可表达为

·５·第１章 声场的方程



狏＝－


狕
（１１２８）

狆＝ρ０


狋
（１１２９）

对在＋狕方向行进的单一频率ω的平面波

＝０犲
犼（ω狋－犽狕） （１１３０）

有

狏＝犼犽 （１１３１）

狆＝犼ωρ０ （１１３２）

于是，声压和质点速度之间的关系为

狏＝
狆

ρ０犮０
（１１３３）

由上式可知声压和质点速度是同相位的。至于－狕方向行进的平面声波，则有

狏＝－
狆

ρ０犮０
（１１３４）

１１６ 与声方程相似的气象预报方程和水流方程

流体运动基本方程不仅仅适用于声波。与声波这种微观而快速的疏密运动相

比，气象学中大气气团的胀缩运动是一种宏观而缓慢的运动，具有与流体运动基本

方程（１１１）相似的形式。不同之处只是大气方程中需要加进重力、科里奥利力等

外力，还要受非压缩性（ρ／狋＝０）条件、热力学第一法则（描述热的吸收释放和温

度变化）、水蒸气收支平衡（水循环）三个方程的限制。数值天气预报就是由这些方

程推测气压（狆）、风速（→狏）、气温（犜）和降水等现象。

流体力学中水流动的问题与声波相比也是宏观而缓慢的运动。在非压缩性

（ρ／狋＝０）和定常性（→狏 ／狋＝０）条件下，运动方程和质量守恒方程分别简化为

ρ→狏·

Δ

→狏 ＝－

Δ

狆Δ

·→狏 ＝
｛

０
（１１３５）

既然散度为零，→狏 可以看作是一个势场（流场）中的方向矢量。流体力学中的问题

通常是给出压力狆后由上述方程求流速→狏。

所以，声场数值计算的方法同样适用于气象预报和流体运动的计算。

１２ 声波动方程

由流体运动基本方程可以得到声波动方程。

·６· 计算声学———声场的方程和计算方法



１２１ 方程的导出

流体运动基本方程（１１２３）是含声压狆和质点速度狏两个变量的一阶偏微

分方程组。前一式中有狏对时间狋的导数，两边对空间求导得


狕ρ０

狏
狋＝－

狆


（ ）

狕
→ ρ０

２狏
狕狋＝－

２狆

狕２
（１２１）

后一式中有狏对空间狕的导数，两边对时间求导得


狋
１

犮
２
０

狆

狋
＝－ρ０

狏


烄

烆

烌

烎狕
→

１

犮
２
０

２狆

狋２
＝－ρ０

２狏
狋狕

（１２２）

式（１２１）和（１２２）中均含有

ρ０
２狏
狕狋

（１２３）

两式整理消去该项后得

１

犮
２
０

２狆

狋２
－
２狆

狕２
＝０ （１２４）

以上推导也可以推广到三维情形（见第９章）得声波动方程

１

犮
２
０

２狆

狋２
－

Δ

２狆＝０ （１２５）

Δ

２为拉普拉斯算子。

１２２ 声波动方程的解（１）：无限平面波

声波动方程（１２５）只是给出了声波传播必须遵循的一般规律。至于具体场

合的声传播特性还必须结合声源和边界条件才能确定。最简单的一个例子是把在

一个无限大介质中单一方向行进，单一频率ω的声波

狆＝犘（狕）犲
犼ω狋 （１２６）

代入声波动方程（１２４）得

２犘（狕）

狕２
＋
ω２

犮
２
０

犘（狕）＝０ （１２７）

其解为

犘（狕）＝犃犲
－犼犽狕
＋犅犲

犼犽狕 （１２８）

代入式（１２６）后得

狆＝犃犲
犼（ω狋－犽狕）

＋犅犲
犼（ω狋＋犽狕） （１２９）

右式第一项是沿＋狕方向，第二项是沿－狕方向行进的平面声波。

有关平面波的其他几个表达形式有：
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（１）设狓－狕平面上行进的平面波与狕轴夹角为θ。在讨论平面波倾斜入射

到中心轴与狕轴平行的圆柱形材料的声散射问题时需要这样描述入射平面波。

引入声波行进的波矢量

→犽 ＝犽犮狅狊θ^狕＋犽狊犻狀θ^狓 （１２１０）

和坐标矢量

→狉 ＝狕^＋狓^ （１２１１）

该平面波写为

狆＝犃犲
犼（ω狋－

→犽·→狉）
＝犃犲

犼［ω狋－犽（狕犮狅狊θ＋狓狊犻狀θ）］ （１２１２）

（２）设一平面波行进在空气中时有一阵风（风速犝，与＋狕方向成一角度α）吹

过，或是在海洋中，一股洋流（流速犝，与＋狕方向成一角度α）中行进的平面波。

原来声的传播速度在各个方向上都等于犮０，但风或洋流破坏了空间的各向同性。

类似情况也可能出现在研究单向异性分布材料的声特性和多普勒现象中。声传播

速度在＋狕方向上变为

犮狕＝犮０＋犝犮狅狊α （１２１３）

在＋狓方向上变为

犮狓＝犮０＋犝狊犻狀α （１２１４）

此种情形下的平面波在引入向量

→犽 ＝犽狕犮狅狊θ^狕＋犽狓狊犻狀θ^狓 （１２１５）

后写为

狆＝犃犲
犼（ω狋－

→犽·→狉）
＝犃犲

犼［ω狋－（犽狕狕犮狅狊θ＋犽狓狓狊犻狀θ
）］

（１２１６）

其中

犽狕＝
ω

犮０＋犝犮狅狊α
， 犽狓＝

ω
犮０＋犝狊犻狀α

（１２１７）

１２３ 声波动方程的解（２）：匹配层

平面声波透过中间层的问题有实际应用背景，涉及主要的物理概念而数学上

又不很难，有助于理解有关声波的理论解析过程。

在医学超声中，作为传感器的压电晶片声阻抗约为３４×１０６犽犵／（犿２·狊），而人

体组织的声阻抗仅有１５×１０６犽犵／（犿２·狊）。如直接由压电晶片向人体组织发射声

波，在分界面处的声压反射系数为

犚＝
犣２－犣１
犣２＋犣１

＝
３４－１５
３４＋１５

＝９１５％ （１２１８）

大部分超声能量不能进入人体组织中去。通常必须在压电晶片和人体组织之间插

入声阻抗匹配层。
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图１２ 两个不同声阻抗的介质间

插入声匹配层

如图１２，厚度为犱，特性阻抗为

犣２＝ρ２犮２的中间层置于特性阻抗分别为

犣１＝ρ１犮１和犣３＝ρ３犮３的两个无限介质

间。平面声波由介质１垂直入射到中间

层左侧界面上，一部分反射回来，另一部

分透射入中间层；当声波行进到中间层

右侧界面上时，又有一部分反射回中间

层，其余部分透射入介质３。考虑＋狕方

向（入射）和－狕方向（反射）行进的声波

成分，介质１，２，３中的声压分别写为

狆１＝狆犻０犲
犼（ω狋－犽１狕

）
＋犅犲

犼（ω狋＋犽１狕
） （１２１９）

狆２＝犆犲
犼（ω狋－犽２狕

）
＋犇犲

犼（ω狋＋犽２狕
） （１２２０）

狆３＝狆３０犲
犼［ω狋－犽３

（狕－犱）］ （１２２１）

各处均为平面波，于是相应的质点速度由式（１１３３）和式（１１３４）写为

狏１＝
狆犻０犲

犼（ω狋－犽１狕
）

犣１
－
犅犲
犼（ω狋＋犽１狕

）

犣１
（１２２２）

狏２＝
犆犲
犼（ω狋－犽２狕

）

犣２
－
犇犲
犼（ω狋＋犽２狕

）

犣２
（１２２３）

狏３＝
狆３０犲

犼［ω狋－犽３
（狕－犱）］

犣３
（１２２４）

由狕＝０处声压连续（狆１＝狆２）与法向质点速度连续（狏１＝狏２）的边界条件得

狆犻０＋犅＝犆＋犇 （１２２５）

狆犻０
犣１
－
犅
犣１
＝
犆
犣２
－
犇
犣２

（１２２６）

同样，由狕＝犱处的边界条件得

犆犲
－犼犽２犱＋犇犲

犼犽２犱＝狆３０ （１２２７）

犆犲
－犼犽２犱

犣２
－
犇犲犼

犽
２
犱

犣２
＝
狆３０
犣３

（１２２８）

以矩阵形式重写（１２２５）～（１２２８）四个方程得
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０ １ －１ －１

０ －１ －犣１／犣２ 犣１／犣２

－１ ０ 犲－犼
犽
２
犱

犲犼
犽
２
犱

－１ ０ 犣３犲
－犼犽２犱／犣２ －犣３犲

犼犽２犱／犣

熿

燀

燄

燅２

狆３０

犅

熿

燀

燄

燅

犆

犇

＝

－狆犻０熿

燀

燄

燅

０

０

０

（１２２９）

于是，透射到介质３的声压为

狆３０＝

狆犻０
犲
－犼犽２犱 犲

犼犽２犱

犣３犲
－犼犽２

／犱／犣２ －犣３犲
犼犽２犱／犣２

Δ
（１２３０）

Δ是矩阵式（１２２９）中的系数行列式。解这个行列式得到声波由介质１到介质３

的声压透射系数狆３０／狆犻０。具体分析式（１２３０）可知对前述压电晶片向人体组织

发射声波的问题而言，中间插以声阻抗为

犣２＝ 犣１犣槡 ３＝ ３４×槡 １５≈７１４×１０６犽犵／（犿２·狊） （１２３１）

厚度为声波波长的１／４的中间匹配层时，声压透过系数为１。

不过，这一结果只是对单一频率的连续波而言。声匹配层的声压透过系数随频

率变化的特性限制透过信号的带宽。一般单层匹配层只能提供４５％的３犱犅带宽。

１２４ 偏微分方程的一般式

流体运动基本方程（１１２３）和声波动方程（１２４）都是线性偏微分方程。二

阶线性偏微分方程的一般式为

犪１１
２狆

狓２
＋２犪１２

２狆

狓狔
＋犪２２

２狆

狔２
＋犫１

狆

狓
＋犫２

狆

狔
＋犮狌＝犳 （１２３２）

根据其系数分为椭圆型（描述处于物理平衡和定常态的情况，如静电磁场）

Δ＝犪
２
１２－犪１１犪２２＜０ （１２３３）

抛物型（描述不可逆现象，如物质扩散，热传导）

Δ＝犪
２
１２－犪１１犪２２＝０ （１２３４）

双曲型（描述时间可逆的物理过程，如波的传播，对流等）

Δ＝犪
２
１２－犪１１犪２２＞０ （１２３５）

可见，流体运动基本方程为一阶线性双曲型方程组，声波动方程为二阶线性双曲型

方程。

双曲型方程问题在一定条件下可转化为抛物型方程问题（这将在下两节详细

讨论）。以双曲型方程或抛物型方程表达的场，发生在某个位置的影响是局部的，

所以可以步进求解，较多用差分法。双曲型方程问题也能转化为椭圆型方程问题。

如在声波为单一频率成分时，取
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